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〈あらまし〉二枚の画像のみから，ホモグラフィ行列分解による三次元運動パラメーターの推定にお
いて，複数解が生じる必然性(必ず解の曖昧性があること)はこれまで受け入れられてきた．しかしなが
ら，ある条件においては唯一解が生じる場合がある．本論文はシミュレーション実験から考察を行い，
（１）現実的には解の曖昧性は必ず生じるわけではなく，ある条件では唯一的な解が得られること，
（２）唯一解と複数解が生じる比率は対象物の特徴領域の面積に依存すること，を示した．また本論
文では，この現象に対して，（３）幾何的に説明し，唯一解と複数解が生じる場合について定性的な説
明を行った． 
キーワード: 平面対象物，三次元運動パラメーター，ホモグラフィ分解法，解の曖昧性 
〈Summary〉This paper discusses the solution ambiguity problem of linear 3D motion parameter estimation, 
especially concerning homography matrix decomposition. The solution ambiguity by the homograohy matrix 
decomposition is well known in the computer vision field. According to our simulations and consideration for this 
problem, we found that: (1) the ambiguity yields under some conditions, only one solution can be obtained with 
another condition; (2) the occurrence ratio of one solution and two solutions depends on the size of the feature 
region. We also give (3) a geometric explanation of this problem and a qualitative property of the cases which can 
obtain a unique estimated solution. 
Keywords: planar objects, 3D motion parameters, homography decomposition, solution ambiguity 
 
 
1.  はじめに 
三次元運動パラメーターあるいはカメラの外部パラ
メーターの推定は，コンピュータビジョン分野や画像処
理分野において最も重要な研究テーマの一つである．特
に，様々な研究やアプリケーションの基礎として，高精
度でロバストな推定方法が必要となる．今現在よく使わ
れている手法は，ホモグラフィ分解法による線形な推定
方法である．この方法には，Faugeras の手法 1)と，
Zhang の手法 2)が提案されており，よく知られている線
形解法である．特に，Zhang の手法は，効果的なカメラ
キャリブレーションの手法として広く使われている 3)． 
しかしながら，Faugeras の手法や，Zhang の手法は，
いずれも理論的に複数解が生じる．すなわち，画像二枚
だけで，線形手法によって，三次元運動パラメーターを
推定すると，推定結果は最低二通りの解が残るというこ
とである．この問題を解決するため，Zhang の手法では
３枚以上の画像から２枚ずつ組み合わせして，共通解を
探すことが行われる．一方，非線形な手法で偽の推定結
果を排除する手法 3)も解決方法の一つである． 
だが，二枚の画像だけでは「複数解の必然性」は論理
的に避けることができないと，Zhang の論文 2)で述べて
いる．この結論は今現在周知の事実として，受け入れら
れている． 
しかし，シミュレーション実験を行うと，ときどき唯
一解が生じることがある．本論文では，この理由につい
て考察し，理論的，定性的に説明を行った＊． 
ところで，1988年，Faugerasは論文 1)において興味あ
る推論を主張している：「If not all the observed points are 
closer to one of the optical center than to the other, then only 
one solution satisfies the visibility conditions for all points 
                                                                          
＊本論文は新しい線形推定法の提案ではなく，唯一解が生じる
原理を幾何的に説明することを目的とする．本論文の焦点は画
像二枚だけで，解の曖昧性が起こるかどうかであり，他の先験
的な条件は一切付かない． 
論文 
2 
（三次元運動後，視点と物体の特徴点の距離が近くなる
場合と遠くなる場合が同時に生じる場合に，線形分解法
による推定結果が唯一になる）」．本論文で述べる結論は，
Faugeras の推論が正しかったことを証明し，唯一解が生
じる状況を明確に示した． 
以後，2 章において Zhang の手法を例にとり，ホモグ
ラフィ分解法による複数解の必然性を述べる．3 章では
シミュレーション実験結果を示す＊＊．4 章では，二つ
の方法で，唯一解が生じる仕組みを幾何的に説明する．
最後に，5章で本論文の結論をまとめる． 
 
2.  ホモグラフィ分解法による複数解の必然性 
2.1  特異値分解（SVD）によるホモグラフィ分解法 
平面物体に対し，3 次元運動前後で撮られた 2 枚の画
像上で対応している特徴点間において線形対応関係があ
る．その関係を示す行列はホモグラフィ行列
（Homography Matrix）と呼ばれる． 
d
tntRH ⋅+=         （１） 
ところで，R は 3 次元回転行列，t は 3 次元並進ベクト
ルであり，n は運動前の物体平面の法線ベクトルであ
り，ｄはその平面と視点カメラ中心間の距離である．今，
d
t tRt =0 と設定すると，式（１）は式（２）の形にな
る． 
)( 0
tntIRH +=       （２） 
現在，主な 3次元運動パラメーターの線形推定法は，
ホモグラフィ行列を分解し，R と，t0と n を求める手法
である．この方法には二つの方法が提案されている：一
つは 1980 年代 Faugeras が提案した手法であり，他のひ
とつは 1990 年代 Zhang が提案した手法である．この二
つ手法は，いずれも特異値分解（SVD）による線形分解
法である．本論文では，Faugeras の手法の改良版である
Zhang の手法のホモグラフィ行列分解法を紹介する． 
Zhang の手法ではホモグラフィ行列 H を使い，HtH
の固有値（λ1，λ2 ，λ3）と固有ベクトル（v1，v2 ，v3）
を求める．ところで，第二固有値 λ2 は 1 であり,対応す
る固有ベクトルは ntv ×= 02 である．式（２）は， 
tttt k nnntntIHH 200 +++=         （３） 
                                                                          
＊＊本論文では，唯一解が生じる原理を解明することが目的な
ので，シミュレーション実験ではノイズなどは考慮しない． 
となり，HtH は対称行列であり，v1と v2 と v3はそれぞ
れ直交している．そこで v1 と v3 を ntv ba, += 031 で表
す． ( ) 3,13,13,1 vvHH λ=t を考えると，v1と v3は式（４）
で表すことができる． 
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ここに， 1, 3131 −=−= ρρmρρk であり，ρ1と ρ3は H
の最大特異値と最小特異値である． 
式（４）の固有ベクトル v1と v3を正規化して，最終
的に，解として，t0 と nは次の 4組が得られる． 
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ここで， 
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である．R はそれぞれの t0 と n を使って式（２）の逆
計算で求めることができる．本論文では以降，運動前の
平面物体の法線 nを解と呼ぶ． 
 
2.2  ホモグラフィ分解法による解の曖昧性 
何の制約条件も使わなければ，Zhang の手法では，式
（５）の通り解が４組得られる．ところで，実環境を考
えると，「真の解 n は必ずカメラの光軸方向と同じ向き
であるべき」という自然な要求がある．すなわち，任意
の特徴点 P に対して， 0>⋅nP を満たすことを意味す
る．これは「解の現実性」という制約条件である．しか
しながら，画像 2枚から，「解の現実性」を使っても，4
組の解から二つにまで絞ることができるが，それ以上区
別することが不可能である．これは「解の曖昧性」とい
う問題であり，今現在周知の結論として，受け入れられ
ている． 
しかし，本研究のシミュレーション実験では「解の曖
 3 
昧性」と異なった事実が示された．すなわち，Zhang の
手法によって，条件によっては唯一解が生じる場合があ
ることがわかった．特に，ある条件では唯一解が 90％
以上の高い比率で生じることがわかった．次章において
シミュレーション実験について述べる． 
 
3.  シミュレーション結果と分析 
図１はシミュレーション実験の幾何関係を示してい
る．まず，単一視点カメラ Oの正面の画像平面（Image 
Plane）上で，特徴平面 Π0の初期位置と形状を決め，カ
メラの光軸が Π0 の幾何中心（回転中心）を通るように
する．その後，Π0 は任意の運動パラメーター（R1, t1）
で 3 次元運動し，Π1の位置に置き，その Π1を透視投影
により画像面上に画像 π1 を投影する．次に，同様に，
Π0を任意パラメータ（R2, t2）で 3 次元運動し，Π2の位
置に置き，その Π2 を透視投影して，画像平面上に画像
π2を写像する．シミュレーション実験の目的は，2 枚の
画像（π1 と π2）を使って，画像上の特徴点の線形対応
関係であるホモグラフィ行列を分解し，Π1から Π2への
3次元運動パラメーターを推定することである． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図１ シミュレーション実験の幾何関係 
Fig. 1 Geometric relations in simulation 
 
実験より，推定した 3 次元回転行列 12Rˆ は，Π1と Π2
の間の真の 3 次元回転行列 R12と全く同じになる．しか
し，画像面上の情報のみを使うので，空間中の奥行きの
情報は得られない．この原因で，推定した並進ベクトル
12tˆ は，Π1と Π2の間の真の 3 次元並進移動を現すベク
トル t12と，線形比率関係になる． 
特徴はホモグラフィ行列を求めるのに必要な 4点とし，
特徴の位置関係について，二種類の形状で実験を行った．
一つは対称な四辺形であり，他のひとつは非対称な四辺
形である．シミュレーションデータは「3 次元運動前後，
対象物体の同一面がカメラに向いている」という制約条
件を入れた．従って，Π0 の 4 つの頂点は下記の通りに
設定した．対称な四辺形の特徴領域に対する 4つの点の
座標は(-200, -160)，(200, -160)，(-140, 160)と(140, 160)
である．非対称な四辺形の特徴点座標は(-200, -140)，
(250, -100)，(-120, 200)と(180, 120)とした．それぞれの
座標値の単位はピクセルである．焦点距離 f は 400 ピク
セルと設定し，全画像のサイズは 640 × 480 ピクセルと
した． 
シミュレーション実験では，Π1と Π2の間でできるだ
け可能な 3 次元運動を表すため，合計 12 個のパラメー
ターそれぞれを変化させた．（回転行列に対して，X 軸，
Y 軸，Z 軸それぞれの回転角が 3 個なので，R1と R2に
対してパラメーターは計 6個である．また，並進ベクト
ルに対して，X 軸方向，Y 軸方向，Z 軸方向成分の並進
移動量が 3 個あり，t1 と t2に対し，パラメーターは計 6
個である．）各 3次元回転角は-45°から 45°までの間で，
10°ずつ変化し，各並進移動量は-100 ピクセルから 100
ピクセルまでの間で，20 ピクセルずつ変化する．変化
したパラメーターを組み合わせて，本シミュレーション
では，一つの形の特徴領域に対して，合計約 121078.1 ×
組みのデータで実験を行った． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図２ 唯一な解の出現率と曖昧的な解の出現率 
Fig. 2 Occurrence ratio of one solution cases and two solutions case 
 
まず，対称な四辺形の特徴領域でシミュレーション実
験を行った．本実験には，3 次元運動前後の 2 枚の画像
のみ使い Zhang の手法で推定候補を求め，「解の現実性
（全ての特徴点に対して， 0>⋅nP ）」という条件だけ
で，最終的な解を得る．図 2 は解の中で，唯一解が生
じた比率と複数解が生じた比率を示している．図 2 を
見ると，ホモグラフィ分解法によって，3 次元運動パラ
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メーターの推定には，必ず複数解を得られるわけではな
いことがわかる．さらに，ある状況では，唯一解の数が
複数解の場合より圧倒的に多い場合もある．図 2 では，
唯一解の数は全ての解の 88%であり，複数解の数は
12%であった． 
次に，非対称な四辺形の特徴領域を使ってシミュレー
ション実験を行った．その結果は対称な四辺形の結果と
全く同じであり，唯一解が生じた比率と複数解が生じた
比率は図 2が示した結果と全く同じであった． 
一方，特徴領域の面積によって，複数解と唯一解の変
化を検討するため，スケールファクタ（Scale Factor）を
使って特徴領域 Π0 の面積を変えた．スケールファクタ
の変化範囲は 2 から 0.25 までの間で 0.25 ずつ変化する
だけではなく，特に 0.1と 0.01の値でも実験を行った．
図 3 は特徴領域の面積の変化によって，唯一解が得ら
れる比率の変化と，複数解が得られる比率の変化を示し
た．横軸はスケールファクタの値を表し，縦軸は解の発
生比率を表す．図中▲は複数解の比率を示し，●は唯一
解の比率を示した． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図３ 特徴領域の面積の変化による，唯一な解の出現率と曖昧
的な解の出現率 
Fig. 3 Comparison of solution numbers by changing the feature 
region size 
 
スケールファクタは 0.01 の値を取る時，特徴領域の
面積が画像のサイズに比べ相当小さいので，シミュレー
ションデータは実際の状況に近いと思われる．この時，
複数解が得られる比率は，唯一解の比率の 9倍と高い． 
一方，特徴領域の面積を拡大すると，唯一解が得られ
る比率が上昇し，逆に複数解の比率が低くなることがわ
かる． 
しかしながら，Zhang の論文には「this ambiguity of 
the two solutions cannot be resolved if there is no further a 
priori information available…（他の先験的な情報がなけ
れば，解の曖昧性を避けることが不可能である…）」3)
と述べ，2 枚の画像だけで，線形的な 3 次元運動パラ
メーターの推定には複数解の必然性を示した．この結論
は現在でも受け入れられている． 
本シミュレーション結果は，その「複数解の必然性」
が必ずしも成り立たないことを示し，ホモグラフィ分解
法を使っても，唯一な解を直接に得られる可能性もある
ことを示した．さらに，唯一解は状況によっては高い比
率で得られることもある． 
一方，「はじめに」で述べたとおり，1988 年 Faugeras
の論文で唯一解が得られる可能性を示したが，証明に欠
けていた．それ以来，唯一解が生じる原因に関する研究
も殆ど進んでいなかった． 
本論文では，シミュレーション結果で，「観測された
特徴領域の面積は大きければ大きいほど唯一な解の出現
率が高くなる」という「唯一解が生じる性質」を示した．
次章では，この性質について幾何学的に説明する． 
 
4.  唯一解が生じるメカニズム 
本章では，ホモグラフィ分解法によって唯一解が生じ
る理由を二つの方法によって説明する．一つは，3 次元
運動前の特徴平面 Π1の法線ベクトル n に基づいた方法
を述べ，他のひとつは，Faugeras の推論に基づいた方法
を述べる． 
最終的に，二つの証明は統一的な議論であることを示
す． 
  
4.1  特徴平面 Π1の法線ベクトル nに基づいた方法 
式（５）では，推定した 3 次元運動前の特徴平面 Π1
の法線ベクトル n を，ホモグラフィ行列の特異値ρ i
（i=1, 3）と，右特異ベクトル vi（i=1,3）で表示すると，
式（８）となる． 
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（８）            
式（８）より，n1 と n2 は互いに逆向きで同じ直線上
にあり，n3 と n4 は別の同じ直線上にあることがわかる．
図 4 はこの関係を示している． 0>⋅nP の制約条件を適
用すると，複数解の一組は n1と n3であり，他の一組み
は n2と n4である．そして，真の法線ベクトルは必ずそ
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れらのどちらかである． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 4 特徴平面 Π1の 4つの推定解の関係 
Fig. 4 Possible positions of four estimated normal vectors of the 
initial feature plane Π1 
 
一方，式（１）を考えると，ホモグラフィ行列は，た
だ 4 つのパラメーター（3 次元回転行列 R と，3 次元並
進ベクトル t，3 次元運動前の特徴平面の法線ベクトル
n と，その平面と視点カメラ間の距離ｄである）のみ
により決まる．たとえ特徴領域の面積を拡大縮小しても，
R と，t と，n と，ｄが変わらない限り（3 次元運動パ
ラメーターは不変であること），ホモグラフィ行列は変
わらない．従って，同じ 3次元運動パラメーターに対し
て，特徴領域の面積の変化は，二つの解の間の幾何関係
に影響を与えない． 
図 5 は推定した法線ベクトルと特徴点の間で，可能
な幾何関係を示している．残った二つの推定された法線
ベクトルの一つは真の解であり ntrueとする．他のひとつ
は偽の解であり nfalse.とする．同じ 3 次元運動パラメー
ターに対して，H が変わらないので，図 5（a）と図 5
（b）において，ntureと nfalseの夾角は同じである． 
唯一解が得られるためには， 0>⋅nP の制約条件に
従って nfalse が排除できることである．nfalse と全ての Pi
の内積中に，少なくでも，一つの内積が他の内積と異符
合になれば唯一解が得られる．図 5（a）の状況では，
ntureと nfalseは，いずれも全ての特徴点 Pi との内積が正
である．故に，ntureと nfalseどちらも 0>⋅nP の制約条件
で排除できない．すなわち解の曖昧性は残る． 
もし，図 5（a）の特徴領域の面積を，図 5（b）のよ
うに拡大すると，nfalse と P1の内積が負となり，nfalse と
P2の内積が正となるが，ntureと Piの内積が全て正である．
従って，nfalse が排除でき，ntureが残り，唯一解が得られ
る．すなわち，同じ 3 次元運動パラメーターで，図 5
（b）のような状況では，図 5（a）の状況より，唯一解
が得られる可能性は高くなる． 
結論として，同じ 3次元運動パラメーターにおいて，
特徴領域の面積を拡大すると，複数解が得られる比率が
低くなり，唯一解が得られる比率が高くなると言える． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(a) Object 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) Object 2 
 
図 5 三次元運動前の特徴平面 Π1とその推定した法線 
ベクトルの幾何関係 
Fig. 5 Geometric situation of the initial feature plan and the 
estimated normal vectors   
 
 
4.2  Faugerasの推論に基づいた方法 
これから，「はじめに」で述べた Faugeras の推論に
基づいた場合，唯一解が生じる理由を説明する．まず，
Faugerasの推論を式で表す．3次元運動前の特徴平面 Π1
上の特徴点 Pi とカメラ間の距離を di とし，3 次元運動
後の特徴平面 Π2上の特徴点 Qiとカメラ間の距離を di’
とする ∈(i [1,4])．di≥di’の場合に，C(di, di’)=1 とし，
di<di’の場合 C(di, di’)=0とする．ここに，C(di, di’)は diの
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値と di’の値の比較を意味する．従って，Faugeras の推
論は次の条件 1で表すことができる． 
 
条件 1:  
“ ( ) [ ]3,1',4
1
∈
=i
ii ddC を満たせば，ホモグラフィ分
解法による解が唯一になる”. 
 
Faugeras の論文では，その推論の論理的な証明が欠け
ていたので，条件１の真偽を検証するため，数多くの
シミュレーション実験を行った．その結果，条件１を
満たす状況は 100%唯一解を示した．すなわち，
Faugeras の推論が正しいと言える．では，何故正しいの
かを以下で考察する． 
3 次元運動前後の特徴平面上の特徴点をそれぞれ Pi 
と Qi で表すと，3 次元運動は式（９）で表すことがで
きる．  
tRPQ += ii                （９） 
ここに，iは特徴点の番号である． 
Qi とカメラ間の距離の自乗を式（１０）で表す． 
 
 
 
（１０） 
3 次元運動前後，対応している特徴点とカメラ間の距
離の自乗の差を式（１１）で表す． 
 
 
 
 
 
 
（１１）      
式（１１）によると，全ての特徴点に対して，少なく
とも一組の特徴点のベクトル
2
tQ −i とベクトル t の内
積が他の特徴点とは異符号になる特徴点があれば，それ
は「3 次元運動後，視点と特徴点間の距離が近くなる場
合と遠くなる場合が同時に生じている」という条件を表
している．すなわち，条件１を満たし，唯一解を得る．
ベクトル
2
tQ −i とベクトル t の夾角を βiとすると，条
件１は「全ての特徴点に対して，少なくても一つの βi
は 90°より大きく，他は 90°より小さければ，唯一解が
得られる」と言い換えられる．すなわち，Faugeras の推
論は実は角度の問題に帰着してよいことを示した．故に，
前項で示した物体の大きさと唯一解の議論が適用できる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(a) Object 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) Object 2 
 
図６ ある対象物の可能的な透視投影幾何関係 
Fig. 6 Possible perspective projection of an object  
 
図 6(a) はある対象物体の可能な透視投影幾何関係を
示す．図 6(a)では，すべでの特徴点に対して，
( )2,1,90 =°<< iiii βOQOP なので，条件１を満
たさない．すなわち，複数解が残る． 
しかしながら，図 6(a)の物体面積を図 6(b)の大きさま
で 拡 大 す る と ， 全 て の 特 徴 点 に 対 し て ，
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と，条件 1 を満たす確率が高くなるため複数解が生じ
る比率が低くなると考えられる．これは図 3 において，
物体領域の面積を縮小すると▲の曲線が上がり，●の曲
線が下がることに表れている．  
本シミュレーション実験では Faugeras の推論を定式
化し，唯一解が生じる原因を追究した．すなわち，もし
特徴領域の面積の大きさが十分大きい，あるいは 3次元
運動の移動範囲が特徴領域の面積と比べて十分小さいな
ら，ホモグラフィ分解法によって，3 次元運動パラメー
ターの線形推定により唯一解が得られる可能性が高いこ
とが示された． 
以上により，唯一解は 4.1 で述べた物体面積に依存す
るという議論と，4.2 で述べた運動前後の距離比率の議
論は本質的に同じ問題であることを指摘した． 
 
5.  まとめ 
2 枚の画像からホモグラフィ分解法によって 3 次元運
動パラメーター推定の複数解が得られる問題は，コン
ピュータビジョン分野や，画像処理分野などに，最も重
要な研究テーマであるが，今まで，この問題に対して，
論理的に追究する研究が少なかった．故に，「複数解の
必然性」という結論が幅広く受け入れられていた．本研
究はその問題に対して，原理的により深く追究し，次の
3つの結論を得た．  
一，本研究では，数多くのシミュレーション結果に基
づいて，周知の「解の曖昧性」の定常性を否定し，「2
枚の画像から，ホモグラフィ分解法によって，状況に
よっては唯一解が得られる場合がある」ことを示した．
さらに，ある条件では，唯一解が生じる比率は圧倒的に
高い場合があることも示した． 
二，ホモグラフィ行列は運動パラメーターのみに依存
し，物体の大きさには依存しないことを指摘した．この
事実により，唯一解が生じる原因として「特徴領域の面
積は大きければ大きいほど，唯一解を得られる可能性が
高い」という傾向を述べ，シミュレーション実験により
その正当性を示した． 
三，唯一解が生じる原因を，二つの幾何的方法で説明
した．一つは，3 次元運動前の特徴平面の法線ベクトル
に基づく方法であり，他のひとつは，Faugeras の推論に
基づく方法である．特に，後者の場合，Faugeras の推論
は結果的に角度の問題に帰着してよいことを示した．故
に物体の大きさと唯一解の議論が適用でき，両者は同じ
議論に帰することを示した． 
最後にまとめると，もし物体領域の面積が十分大きい
なら，あるいは 3次元運動範囲が特徴領域の面積と比べ
て十分小さいならば，ホモグラフィ分解法によって唯一
解が得られる可能性が高いと言える． 
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